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内 容

(1) 電磁界解析のための有限要素法

(2) 静磁界問題

(3) 準定常電磁界(うず電流場)

(4) 結論



静磁界

Maxwellの方程式
JH =curl

0div =B AB curl=

構成関係式

( )µν /1=BH ν=

( ) JA =curlcurl ν



ベクトルポテンシャルの任意性
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両立性

( ) JA =curlcurl ν 0div =J



有限要素法

( ) JA =curlcurl ν支配方程式

( ) ∫∫
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⋅=⋅ vvcurlcurl dd JwAw ν重み付き残差法
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辺要素基底の性質
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(1) 直交性

(2) 他の面上では接線成分を持たない

eN の分布

要素境界面でAの接線
成分が連続

(法線成分は一般に不連続)



種々の有限要素

節点
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∑=
e

eeaNA辺

面

∑=
n

nnN ϕϕ nn ϕϕ =)(xnnnnN ′′ = δ)(x スカラー

ee
e

e d ′
′

=⋅∫ δsN ∫ ⋅=
e

e da sA 接線

f
f

f b∑= ΜB ff
f

f dS ′
′

=⋅∫ δnM ∫ ⋅=
f

f dSb nB 法線



離散化
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チェインの代数

辺の境界をとる操作
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接続行列の性質

面の境界の境界
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接続行列と微分作用素

0gradrot =
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面 f を通る磁束
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各基底間の関係
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接続行列のランク

有限要素メッシュのグラフ
節点数 N, 辺数E, 面数F, 要素数V

独立な辺の数=N-1 (木の枝数)

1][rank −= NG}]{[}{ nGe =∂

独立な面の数=E-N+1 (補木の枝数)

}]{[}{ eCf =∂ 1][rank +−= NEC



有限要素行列の性質

}{}]{K[ Ja =
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′′ ⋅= vdffff MMν][ν :対称正則 f×f 行列

][C : f×e 行列
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静磁界の解析

( ) JA =curlcurl ν

}{}]{K[

支配方程式

Ja =有限要素方程式
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木・補木ゲージによる正則化

木の未知数を a=0 とする

磁束(観測量)
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木の自由度消去



自由度消去とCG法の収束



自由度消去と固有値，条件数

min

max
λ
λκ =条件数



固有値の分離性

零固有値

...32211 ≤≤≤≤≤ λµλµλ固有値の分離性

iλ

iµ
:元の行列の固有値
:1自由度消去した行列の固有値



準定常場（うず電流場）解析

Maxwellの方程式 0

JJH Dcurl 0 ++= e ωj

BE ωjcurl −=

0div =B

0div =J

構成関係式
EJ σ=e

BH ν=



ポテンシャルの導入

AB curl=

)grad(j V+−= AE ω

Maxwell方程式
( ) ( ) JAA =∇++×∇×∇ Vωσν j

( ) 0j =∇+⋅∇ VAσω



弱形式
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有限要素方程式 (A-V法)
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有限要素行列

[ ] ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ +
≡′

]][[][j][][j
]][[j][j]][[][
GGG

GCCK tt

t

σωσω
σωσων

][C :discrete counterpart of curl

][G :discrete counterpart of grad

)0,1( ±=feC

)0,1( ±=enG

0]][[ =GC0gradcurl =

E N

E

N

0)[C][G](E][rank tt ==′ QK



冗長変数Vの消去- A法-

NVV N ⊂grad

nNgradNVgrad

NV
:節点基底の勾配 が張る空間

N:辺基底 が張る空間

Vの消去grad V を N で表現できる

Reduced (regularized) system

[ ]{ } { }JAK =

[ ] [ ] [ ][ ] [ ]σων j+≡ CCK t



A法の有限要素行列

[ ] [ ] [ ][ ] [ ]σων j+≡ CCK t

e])][[]([dim =CC t ν

1ne])][[]([rank +−=CC t ν
(グラフの補木の枝数)

][K → singular0→σω



条件数と特異値

準定常場解析の場合

[ ] [ ]{ } { }xxKK 2* σ=特異値

0
min

max
σ
σκ =条件数











A-V法A法



899=κ3768=κ



浮動固有値



対角スケーリング後

A-V法A法



A simple example
A method
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Simplification
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A method

Diagonal scaling
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A method
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A simple example
A-V method
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A-V method
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Effect of diagonal scaling

eigenvalues

Diagonal scaling
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ICCGの収束性

• AV法では前処理(対角スケーリング)によ
り浮動固有値を正規化している．

• A法では前処理(対角スケーリング)で浮動
固有値を正規化できない

浮動固有値の正規化=収束性の改善には
冗長な変数Vが必要



結論

• 静磁場解析の場合，自由度消去による正
則化を行うと最小固有値が減少し，条件数
が悪化する(場合が極めて多い)．よって特
異システムをそのままCG法で解いた方が
よい．

• 準定常磁場解析の場合，冗長な定式化に
よって前処理の効果が高められる．



計算電磁気学の重要課題 (私見)

(1) 誤差の局所(要素)評価

(2) 大域量(エネルギー，固有値など)の上下限評価

(3) 非構造メッシュに対する陽解法 (FDTDの一般化)

(4) ICよりロバストで効率のよい前処理法

(5) 高速解法


